
Groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien de dimension 2 et

de dimension 3

1 Groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n ∈ N∗.

Définition 1.1

On appelle application orthogonale (ou isométrie vectorielle) de E toute application de E dans E qui

conserve le produit scalaire :

∀x, y ∈ E, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉 .

Notation 1.2

On note O(E) l’ensemble des applications orthogonales de E.

Théorème 1.3

Soit u une application de E dans E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) u est orthogonale ;

(ii) u est linéaire et conserve la norme : ∀x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖x‖ ;

(iii) u est linéaire et transforme toute base orthonormale en une base orthonormale ;

(iv) u est linéaire et transforme une base orthonormale en une base orthonormale.

Preuve. Soit u une application de E dans E.

(i)⇒ (ii) Supposons u orthogonale. Alors pour tous x, y ∈ E, 〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉. En particulier, pour tout

x ∈ E, on a 〈u(x), u(x)〉 = 〈x, x〉, c’est-à-dire ‖u(x)‖2 = ‖x‖2, ou encore ‖u(x)‖ = ‖x‖. u conserve donc la

norme.

Montrons maintenant que u est linéaire. Soient x, y ∈ E, λ ∈ R.

‖u(x+ λy)− u(x)− λu(y)‖2 = 〈u(x+ λy)− u(x)− λu(y), u(x+ λy)− u(x)− λu(y)〉

= 〈u(x+ λy), u(x+ λy)〉 − 2 〈u(x+ λy), u(x)〉 − 2λ 〈u(x+ λy), u(y)〉+ 2λ 〈u(x), u(y)〉+ 〈u(x), u(x)〉

+ λ2 〈u(y), u(y)〉

u étant orthogonale, on a :

〈u(x+ λy), u(x+ λy)〉 = 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ λ 〈x, y〉+ λ 〈y, x〉+ λ2 〈y, y〉 = ‖x‖2 + 2λ 〈x, y〉+ λ2 ‖y‖2

〈u(x+ λy), u(x)〉 = 〈x+ λy, x〉 = 〈x, x〉+ λ 〈x, y〉 = ‖x‖2 + λ 〈x, y〉

〈u(x+ λy), u(y)〉 = 〈x+ λy, y〉 = 〈x, y〉+ λ 〈y, y〉 = 〈x, y〉+ λ ‖y‖2
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〈u(x), u(y)〉 = 〈x, y〉

〈u(y), u(y)〉 = 〈y, y〉 = ‖y‖2

〈u(x), u(x)〉 = 〈x, x〉 = ‖x‖2

On en déduit :

‖u(x+ λy)− u(x)− λu(y)‖2 = ‖x‖2 + 2λ 〈x, y〉+ λ2 ‖y‖2 − 2 ‖x‖2 − 2λ 〈x, y〉 − 2λ 〈x, y〉 − 2λ2 ‖y‖2

+ 2λ 〈x, y〉+ ‖x‖2 + λ2 ‖y‖2 = 0

Par suite, ‖u(x+ λy)− u(x)− λu(y)‖ = 0 donc u(x+ λy)− u(x)− λu(y) = 0 et donc u est linéaire.

(ii)⇒ (i) Supposons que u est linéaire et u conserve la norme. On rappelle que :

∀x, y ∈ E, 〈x, y〉 =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
.

Soient x, y ∈ E.

〈u(x), u(y)〉 =
1

2

(
‖u(x) + u(y)‖2 − ‖u(x)‖2 − ‖y‖2

)
=

1

2

(
‖u(x+ y)‖2 − ‖u(x)‖2 − ‖y‖2

)
.

Comme u conserve la norme, on en déduit :

〈u(x), u(y)〉 =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
= 〈x, y〉 .

u est donc orthogonale.

(i)⇒ (iii) On suppose u orthogonale. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormale de E :

∀j, k ∈ J1 ;nK, 〈ej , ek〉 = δj,k.

u conserve le produit scalaire donc on en déduit :

∀j, k ∈ J1 ;nK, 〈u(ej), u(ek)〉 = δj,k.

(u(e1), . . . , u(en)) est une famille orthonormale donc libre. C’est une famille libre à n éléments dans un espace

de dimension n donc c’est une base de E.

(iii)⇒ (i) On suppose que u est linéaire et transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale

de E. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormale de E.

Soient x, y ∈ E. Il existe (x1, . . . , xn) ∈ Rn et (y1, . . . yn) ∈ Rn tels que x =

n∑
k=1

xkek et y =

n∑
k=1

ykek. En

utilisant la linéarité du produit scalaire, on a :

〈x, y〉 =

〈
n∑
i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj 〈ei, ej〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjδi,j =

n∑
i=1

xiyi.

Par ailleurs,

〈u(x), u(y)〉 =

〈
u

(
n∑
i=1

xiei

)
, u

 n∑
j=1

yjej

〉 =

〈
n∑
i=1

xiu(ei),

n∑
j=1

yju(ej)

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyj 〈u(ei), u(ej)〉 .

u transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale de E donc (u(e1), . . . , u(en)) est une

base orthonormale de E et donc

∀i, j ∈ J1 ;nK, 〈u(ei), u(ej)〉 = δi,j .

S. Duchet - http://epsilon.2000.free.fr 2/15

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/
http://epsilon.2000.free.fr


Groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien de dimension 2 et de dimension 3

On a alors

〈u(x), u(y)〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjδi,j =

n∑
i=1

xiyi = 〈x, y〉 .

u conserve le produit scalaire donc u est orthogonale.

(iii)⇒ (iv) Evident.

(iv)⇒ (iii) On suppose que u est linéaire et transforme une base orthonormale (e1, . . . , en) de E en une base

orthonormale (u(e1), . . . , u(en)) de E.

Soit (e′1, . . . , e
′
n) une autre base orthonormale de E.

∀k ∈ J1 ;nK,∃(a1k, . . . , ank) ∈ Rn, e′k =

n∑
i=1

aikei.

Pour tout k ∈ J1 ;nK, on a

u(e′k) = u

(
n∑
i=n

aikei

)
=

n∑
i=1

aiku(ei).

Soient j, k ∈ J1 ;nK.

〈
u(e′j), u(e′k)

〉
=

〈
n∑
i=1

aiju(ei),

n∑
l=1

alku(el)

〉
=

n∑
i=1

n∑
l=1

aijalk 〈u(ei), u(el)〉 .

(u(e1), . . . , u(en)) étant une base orthonormale de E, on a

∀i, l ∈ J1 ;nK, 〈u(ei), u(el)〉 = δi,l.

On en déduit : 〈
u(e′j), u(e′k)

〉
=

n∑
i=1

n∑
l=1

aijalkδi,l =

n∑
i=n

aijaik.

(e1, . . . , en) étant une base orthonormée de E, on a

∀j, k ∈ J1 ;nK,
〈
e′j , e

′
k

〉
=

n∑
i=1

aijaik.

(e′1, . . . , e
′
n) étant une base orthonormée de E, on a

∀j, k ∈ J1 ;nK,
〈
e′j , e

′
k

〉
= δj,k.

On déduit des égalités précédentes

〈
u(e′j), u(e′k)

〉
=

n∑
i=n

aijaik =
〈
u(e′j), u(e′k)

〉
= δj,k.

(u(e′1), . . . , u(e′n)) est donc une famille orthonormée donc libre, à n éléments dans un espace de dimension n.

C’est donc une base de E. �

Corollaire 1.4

(i) Une application orthogonale est bijective ;

(ii) Si u ∈ O(E), alors : ∀x, y ∈ E, 〈u(x), y〉 =
〈
x, u−1(y)

〉
.

Preuve.

(i) Soit u une application orthogonale de E. Soit x ∈ Ker(u). Alors u(x) = 0 donc ‖u(x)‖ = 0.
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Or ‖u(x)‖ = ‖x‖ donc ‖x‖ = 0 et donc x = 0. Par suite, Ker(u) = {0} et donc u est injective. E étant de

dimension finie, u est bijective.

(ii) Soient u ∈ O(E), x, y ∈ E. On utilise le fait que u est bijective et conserve le produit scalaire :

〈u(x), y〉 =
〈
u(x), u(u−1(y))

〉
=
〈
x, u−1(y)

〉
.

�

Définition 1.5

Soit A = (aij) ∈Mn(R). On dit que A est une matrice orthogonale si les vecteurs de A forment une base

orthonormée de E.

Proposition 1.6

(i) A ∈Mn(R) est une matrice orthogonale si et seulement si A est inversible et A−1 = tA ;

(ii) Si P est une matrice de passage d’une base orthonormée de E vers une autre base orthonormée de

E, alors P est une matrice orthogonale.

Preuve.

(i) Soit A = (aij) ∈ Mn(R). On suppose que A est orthogonale. Notons v1, . . . , vn les vecteurs colonnes de

A. Soit B = (bij) = tA. On a donc, pour tous i, j ∈ J1 ;nK, bij = aji. Soit C = (cij) = AB.

∀i, j ∈ J1 ;nK, cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

aikajk = 〈vi, vj〉 = δi,j

donc C = AtA = In. De même, on montre que tAA = In. A est donc inversible et A−1 = tA.

Réciproquement, supposons que A est inversible et A−1 = tA. On a alors AtA = In et donc pour tous

i, j ∈ J1 ;nK, cij = δi,j . Or cij = 〈vi, vj〉 donc pour tous i, j ∈ J1 ;nK, 〈vi, vj〉 = δi,j . Les vecteurs colonnes de

A forment donc une base orthonormale de E, ce qui prouve que A est une matrice orthogonale.

(ii) Soit P une matrice de passage d’une base orthonormée de E vers une autre base orthonormée de E. Les

vecteurs colonnes de P forment donc une base orthonormée de E. P est donc une matrice orthogonale. �

Théorème 1.7

Soit F un sous-espace vectoriel de E.

(i) Si F est invariant par une application orthogonale u, alors F⊥ est invariant par u et u|F∈ O(F ) et

u|F⊥∈ O(F⊥) ;

(ii) Réciproquement, si v ∈ O(F ) et w ∈ O(F⊥), l’endomorphisme u tel que u|F= v et u|F⊥= w

appartient à O(E).

Preuve. Soit F un sous-espace vectoriel de E.

(i) On suppose F invariant par une application orthogonale u, c’est-à-dire u(F ) = F . Montrons qu’alors

u(F⊥) = F⊥. Soit x ∈ F⊥. Soit y ∈ F . u étant orthogonale, on a 〈u(x), y〉 =
〈
x, u−1(y)

〉
. u(F ) = F donc

u−1(F ) = F (on rapelle que u est bijective car orthogonale). x ∈ F⊥ et u−1(y) ∈ F donc
〈
x, u−1(y)

〉
= 0. par

suite, 〈u(x), y〉 = 0 et donc u(F⊥) ⊂ F⊥. u est bijective donc dim(u(F⊥)) = dim(F⊥) et donc u(F⊥) = F⊥.

(ii) Soient v ∈ O(F ) et w ∈ O(F⊥). Il existe un unique endomorphisme u de E tel que u|F= v et u|F⊥= w

(car E = F ⊕F⊥). En effet, si x ∈ E, il existe un unique couple (x1;x2) ∈ F ×F⊥ tel que x = x1 +x2. Alors

on a u(x) = u(x1 +x2) = u(x1) +u(x2) = v(x1) +w(x2). Comme v(x1) ∈ F car v ∈ O(F ) et w(x2) ∈ F⊥ car

w ∈ O(F⊥). En utilisant le théorème de Pythagore deux fois, et sachant sur v et w conservent la norme,
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on a :

‖u(x)‖2 = ‖v(x1)‖2 + ‖w(x2)‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 = ‖x1 + x2‖2 = ‖x‖2 .

u conserve donc la norme. Par ailleurs, u est clairement linéaire donc u ∈ O(E). �

Proposition 1.8

(O(E), ◦) est un groupe.

Preuve.

O(E) 6= ∅ car idE ∈ O(E).

O(E) ⊂ L(E).

Soient u, v ∈ O(E). v est bijective (comme toute application orthogonale) et v−1 ∈ O(E) :

∀x ∈ E,
∥∥v−1(x)

∥∥ =
∥∥v(v−1(x))

∥∥ = ‖x‖ .

Alors u ◦ v−1 conserve la norme :

∀x ∈ E,
∥∥u ◦ v−1(x)

∥∥ =
∥∥v−1(x)

∥∥ = ‖x‖ .

u ◦ v−1 est linéaire (composée d’applications linéaires) et conserve la norme donc u ◦ v−1 ∈ O(E). Par suite,

O(E) est un sous-groupe de L(E). �

Théorème 1.9

L’application ϕ : (O(E), ◦)→ ({−1,+1},×) définie par ϕ(u) = det(u) est un morphisme de groupes.

Preuve. Soit u ∈ O(E). Soit B une base orthonormale de E. Soit A la matrice de u dans la base B. A

est une matrice orthogonale donc A est inversible et A−1 = tA. On en déduit que det(A−1) = det(tA). Or

det(A−1) =
1

det(A)
et det(tA) = det(A) donc

1

det(A)
= det(A), c’est-à-dire det(A)2 = 1. Le déterminant

d’une application linéaire ne dépend pas de la base choisie donc det(u)2 = 1 et donc ϕ(u) ∈ {−1,+1}.
Soient u, v ∈ O(E). Alors u ◦ v ∈ O(E) et on a :

ϕ(u ◦ v) = det(u ◦ v) = det(u)× det(v) = ϕ(u)× ϕ(v).

ϕ est donc un morphisme de groupes. �

Remarque 1.10

ϕ n’est pas bijective. En effet, notons u l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R2

est A =

(
1 1

6 7

)
. u /∈ O(E) bien que det(u) = 1.

Définition 1.11

(i) Ker(ϕ) est appelé groupe spécial orthogonal de E (ou ensemble des applications orthogonales posi-

tives), noté SO(E) ou O+(E) ;

(ii) On appelle ensemble des applications orthogonales négatives, noté O−(E) l’ensemble défini par

O−(E) = O(E) \ SO(E).

Proposition 1.12

O+(E) est un sous-groupe de O(E).
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Preuve.

O+(E) 6= ∅ car idE ∈ O+(E) et O+(E) ⊂ O(E).

Soit u ∈ O+(E). u est orthogonale donc bijective. det(u−1) =
1

det(u)
=

1

1
= 1 car u ∈ O+(E) donc

u−1 ∈ O+(E).

Soit v ∈ O+(E). det(v ◦ u−1) = det(v) × det(u−1) = 1 × 1 = 1 donc v ◦ u−1 ∈ O+(E). O+(E) est donc un

sous-groupe de O(E). �

Théorème 1.13

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. La symétrie par rapport à F parallèle-

ment à G est une application orthogonale si et seulement si G = F⊥.

Preuve. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Soit s la symétrie par rapport à

F parallèlement à G. On rappelle que s : E = F ⊕G→ E est définie par x = x1 + x2 7→ x1 − x2.

Soit x ∈ E. Il existe un unique couple (x1;x2) ∈ F ×G tel que x = x1 + x2. On a

‖s(x)‖2 = ‖x1 − x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 − 2 〈x1, x2〉

et

‖x‖2 = ‖x1 + x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + 2 〈x1, x2〉 .

On en déduit

‖s(x)‖ = ‖x‖ ⇐⇒ ‖s(x)‖2 = ‖x‖2 ⇐⇒ 〈x1, x2〉 = 0.

s est orthogonale si et seulement si pour tout x ∈ E, ‖s(x)‖ = ‖x‖, c’est-à-dire si et seulement si pour tout

(x1;x2) ∈ F ×G, on a 〈x1, x2〉 = 0 (ce qui signifie G = F⊥). �

Définition 1.14

On appelle retournement une symétrie orthogonale par rapport à un sous-espace vectoriel de dimension

n− 2. Si n = 3, un retournement est aussi appelé demi-tour.

Théorème 1.15

Soient x, y ∈ E de même norme, x 6= y. Il existe une unique réflexion échangeant x et y. C’est la symétrie

orthogonale par rapport à H = (R(x− y))⊥.

Preuve. Soient x, y ∈ E, x 6= y, tels que ‖x‖ = ‖y‖. Soit H = (R(x−y))⊥. Soit s la symétrie orthogonale par

rapport à H. Alors s : H ⊕H⊥ → E est définie par x = x1 +x2 7→ x1−x2. 〈x+ y, x− y〉 = ‖x‖2−‖y‖2 = 0.

Comme x− y ∈ R(x− y), on en déduit x+ y ∈ H. On a alors

s(x) + s(y) = s(x+ y) = x+ y et s(x)− s(y) = s(x− y) = −x+ y.

En additionnant ces deux égalités, on obtient 2s(x) = 2y donc s(x) = y.

s étant involutive, on a x = s ◦ s(x) = s(y). s échange donc x et y. D’où l’existence.

Soit s une réflexion par rapport à un hyperplan H, échangeant x et y. On a alors

s(x− y) = s(x)− s(y) = y − x = −(x− y)

donc x − y ∈ H⊥. H étant de dimension n − 1, H⊥ est dimension 1 et donc H⊥ = R(x − y). Par suite,

H = (R(x− y))⊥. D’où l’unicité. �
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2 Cas de la dimension 2

Dans tout ce paragraphe, n = 2.

Théorème 2.1

(i) Les matrices orthogonales sont de la forme Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
ou Sθ =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
;

(ii) ∀θ ∈ R, Rθ ∈ O+(E), Sθ ∈ O−(E) ;

(iii) ∀θ, θ′ ∈ R, Rθθ′ = RθRθ′ et SO(E) est commutatif.

Preuve.

(i) Soit A une matrice de M2(R). Notons A =

(
a c

b d

)
. Les vecteurs colonnes de A forment une base

orthonormale de R2 donc a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 et ac+ bd = 0.

a2 + b2 = 1 donc il existe un réel θ tel que a = cos θ et b = sin θ.

ac+ bd = 0 donc (cos θ)c+ (sin θ)d = 0. Il existe alors ε ∈ R tel que c = −ε sin θ et d = ε cos θ.

c2 + d2 = 1 donc (−ε sin θ)2 + (ε cos θ)2 = 1. Sachant que (sin θ)2 + (cos θ)2 = 1, on en déduit ε2 = 1, puis

ε = ±1.

On a alors A =

(
cos θ −ε sin θ

sin θ ε cos θ

)
, avec ε = ±1.

Réciproquement, on vérifie sans peine qu’une matrice de la forme ci-dessus est orthogonale.

Si ε = +1, A est de la forme Rθ.

Si ε = −1, A est de la forme Sθ.

(ii) Soient θ, θ′ ∈ R.

det(Rθ) = (cos θ)2 + (sin θ)2 = 1 donc Rθ ∈ O+(E).

det(Sθ) = −(cos θ)2 − (sin θ)2 = −1 donc Sθ ∈ O−(E).

(iii) Soient θ, θ′ ∈ R.

RθRθ′ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
cos θ′ − sin θ′

sin θ′ cos θ′

)
=

(
cos θ cos θ′ − sin θ sin θ′ − cos θ sin θ′ − sin θ cos θ′

sin θ cos θ′ + cos θ sin θ′ − sin θ sin θ′ + cos θ cos θ′

)

Utilisant les relations trigonométriques, on obtient alors

RθRθ′ =

(
cos(θ + θ′) − sin(θ + θ′)

sin(θ + θ′) cos(θ + θ′)

)
= Rθ+θ′ .

Soient A,B ∈M2(R). Il existe θ ∈ R tel que A = Rθ et il existe θ′ ∈ R tel que B = Rθ′ .

AB = RθRθ′ = Rθ+θ′ = Rθ′+θ = Rθ′Rθ = BA.

O+(E) est donc commutatif. �

Définition 2.2

Les éléments de O+(E) sont appelées rotations vectorielles.
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Proposition 2.3

Soit u ∈ O(E). On note Inv(u) l’ensemble des éléments de E invariants par u. On a la classification

suivante :
dim(Inv(u)) Nature de u

2 idE

1 Réflexion

0 Rotation distincte de idE

Preuve.

Soit u ∈ O(E). Soit B une base orthonormale de E. Notons A la matrice de u dans la base B. A est une

matrice orthogonale donc il existe θ ∈ R et ε ∈ {−1,+1} tel que A =

(
cos θ −ε sin θ

sin θ ε cos θ

)
.

(x, y) ∈ Inv(u) ⇐⇒

(
cos θ −ε sin θ

sin θ ε cos θ

)(
x

y

)
=

(
x

y

)
⇐⇒

 (cos θ − 1)x− (ε sin θ)y = 0

(sin θ)x+ (ε cos θ − 1)y = 0

Le déterminant de ce système est

∆ =

∣∣∣∣∣cos θ − 1 −ε sin θ

sin θ ε cos θ − 1

∣∣∣∣∣ = ε(cos θ)2−cos θ−ε cos θ+1+ε(sin θ)2 = ε+1−cos θ−ε cos θ = (ε+1)(1−cos θ).

Si ε = 1 et cos θ 6= 1, alors ∆ 6= 0. Aucun vecteur n’est invariant à part 0 donc dim(Inv(u)) = 0.

det(u) = cos2 θ + sin2 θ = 1 donc u ∈ O+(E). u est donc une rotation vectorielle distincte de l’identité.

Si ε = 1 et cos θ = 1, alors sin θ = 0 et A = I2 (matrice identité de R2). Dans ce cas, dim(Inv(u)) = 2 et

u = idE .

Si ε = −1, alors ∆ = 0. Le système s’écrit alors
−2 sin2 θ

2
x+ 2 sin

θ

2
cos

θ

2
y = 0

2 sin
θ

2
cos

θ

2
x− 2 cos2

θ

2
y = 0

Ce système admet une infinité de solutions et

(
x

y

)
∈ Vect

{(
cos θ2
sin θ

2

)}
. On a donc dim(Inv(u)) = 1. Notons

D = Vect

{(
cos θ2
sin θ

2

)}
. On a alors D⊥ = Vect

{(
− sin θ

2

cos θ2

)}
.

u

(
− sin

θ

2
, cos

θ

2

)
=

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)(
− sin θ

2

cos θ2

)
=

(
sin θ cos θ2 − cos θ sin θ

2

− sin θ sin θ
2 − cos θ cos θ2

)
=

(
sin θ

2

− cos θ2

)
= −

(
− sin θ

2

cos θ2

)

u est donc la symétrie orthogonale par rapport à D. �

Théorème 2.4

La composée de deux réflexions est une rotation. Réciproquement, toute rotation peut s’écrire comme la

composée de deux réflexions, l’une étant arbitrairement choisie.

Preuve. Soient s et s′ deux réflexions. s ◦ s′ ∈ O(E) car O(E) est un groupe.

det(s ◦ s′) = det(s)× det(s′) = (−1)× (−1) = 1 donc s ◦ s′ ∈ O+(E).

Réciproquement, soient r une rotation et s une réflexion. s ◦ r ∈ O(E) car O(E) est un groupe.

det(s ◦ r) = det(s)× det(r) = −1× 1 = −1 donc s ◦ r ∈ O−(E). Soit s′ = s ◦ r. s′ est une réflexion.
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s ◦ s′ = s ◦ s ◦ r (on rappelle que s est involutive). r est donc la composée de deux réflexions, s ayant été

choisie arbitrairement. �

Théorème 2.5

Si x et y sont deux vecteurs non nuls de E de même norme, alors il existe une unique rotation et une

unique réflexion transformant x en y.

Preuve.

Soient x et y sont deux vecteurs non nuls de E de même norme. Quitte à faire la démonstration avec
x

‖x‖
et

y

‖y‖
, on peut supposer ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Soit e2 ∈ E tel que (x, e2) soit une base orthonormale de E. Il existe

y1, y2 ∈ R tels que y = y1x+ y2e2. On a 1 = ‖y‖2 = y21 + y22 . Il existe un unique θ ∈ [0 ; 2π[ tel que y1 = cos θ

et y2 = sin θ. Par suite, y = (cos θ)x+ (sin θ)e2.

Supposons qu’il existe u ∈ O+(E) tel que u(x) = y. Soit A la matrice de u dans la base (x, e2). La première

colonne de la matrice A est imposée car u(x) = y = (cos θ)x + (sin θ)e2 donc A =

(
cos θ ∗
sin θ ∗

)
. A ∈ O+(E)

donc la 2ème colonne est imposée et on a A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
. D’où l’unicité.

De même, s’il existe u ∈ O−(E) tel que u(x) = y, alors A s’écrit de manière unique A =

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
,

la première colonne étant imposée par u(x) = y et la deuxième colonne étant imposée par la condition

u ∈ O−(E). D’où l’unicité.

On vérifie sans peine que les endomorphismes ci-dessus conviennent, d’où l’existence. �

3 Cas de la dimension 3

Dans tout ce paragraphe, n = 3. Soit u ∈ O(E). On note toujours Inv(u) le sous-espace des vecteurs invariants,

c’est-à-dire Inv(u) = Ker(u− idE)

Si dim(Inv(u)) = 3, alors tout vecteur est invariant et donc u = idE .

Supposons maintenant dim(Inv(u)) = 2. Soient P = Inv(u) et D = P⊥. P est invariant par u donc D = P⊥

est aussi invariant par u et u|D∈ O(D). D étant de dimension 1, on a u|D= ±idD. Or u|D 6= idD sinon

u = idE et on aurait dim(Inv(u)) = 3, ce qui est exclu. Par conséquent, u|D= −idD. u est alors la réflexion

par rapport à P . Réciproquement, toute réflexion par rapport à un plan P a un sous-espace de vecteurs

invariants de dimension 2.

Supposons maintenant dim(Inv(u)) = 1. Soit D = Inv(u) et P = D⊥. D est invariant par u donc P = D⊥

est aussi invariant par u et u|P∈ O(P ). Soit ∆ l’ensemble des vecteurs invariants par u|P . dim(∆) = 0 sinon

on aurait D ⊕∆ ⊂ Inv(u) et dim(Inv(u)) > dim(D ⊕∆) = dim(D) + dim(∆) > 1, ce qui est exclu. D’après

la classification en dimension 2, u|P∈ O+(P ) et u|P 6= idP . u|P est donc une rotation autre que l’identité.

Définition 3.1

Une rotation de E est un endomorphisme de E tel qu’il existe une droite D vérifiant :

(i) u|D= idD ;

(ii) u|D⊥ est une rotation du plan D⊥.

Si u 6= idE , la droite D est unique et est appelée axe de la rotation.

Soit u une rotation de E.On note D la droite vérifiant les conditions ci-dessus. Soit e1 un vecteur unitaire
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tel que D = Re1. Soit P = D⊥. Soit (e2, e3) une base orthonormale de P telle que (e1, e2, e3) soit une base

directe de E. La matrice de u dans la base (e1, e2, e3) est donnée par

A =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Supposons maintenant dim(Inv(u)) = 0. Soit x un vecteur non nul de E. Soit x′ = u(x). x et x′ sont de

même norme donc il existe une unique réflexion s échangeant x et x′. s(x′) = x, c’est-à-dire s ◦ u(x) = x′. s

est la réflexion par rapport à H = (R(x− x′))⊥. Etudions s ◦ u.

Si dim(Inv(s ◦ u)) = 3, alors s ◦ u = idE et donc u = s (car s est involutive). Dans ce cas, on aurait

dim(Inv(u)) = 2, ce qui est exclu.

Si dim(Inv(s◦u)) = 2, alors s◦u est une réflexion s′ par rapport à un plan P . u = s◦s′ et alors P ∩H ⊂ Inv(u)

et dim(P ∩H) > 1 (P et H étant deux sous-espaces vectoriels de dimension 2 dans un espace de dimension

3), ce qui contredit dim(Inv(u)) = 0.

Si dim(Inv(s ◦ u)) = 1, alors s ◦ u est une rotation r d’axe D non inclus dans H (sinon tout vecteur de D

serait invariant par r, et par s ◦ r = u, ce qui contredit dim(Inv(u)) = 0). On a alors u = s ◦ r.

Théorème 3.2 (forme réduite)

Toute application orthogonale u distincte de −idE et telle que Inv(u) = {0} s’écrit de façon unique

u = s ◦ r = r ◦ s, où r est une rotation d’axe D et s la réflexion par rapport au plan P = D⊥.

Réciproquement, si r 6= idE , l’application u = r ◦ s = s ◦ r définie précédemment vérifie Inv(u) = {0}.

Preuve.

Soit u une application orthogonale distincte de −idE et telle que Inv(u) = {0}. Soit Pu le polynôme caracté-

ristique de u. Pu est de degré 3 donc admet au moins une racine réelle λ, qui est donc valeur propre de u. Soit

x un vecteur propre associé à la valeur propre λ. x 6= 0 et u(x) = λx. On a alors ‖u(x)‖ = ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.
Par ailleurs, on a ‖u(x)‖ = ‖x‖ car u est orthogonale, donc |λ| · ‖x‖ = ‖x‖. x 6= 0 donc ‖x‖ 6= 0 et donc

|λ| = 1, c’est-à-dire λ ∈ {−1, 1}. λ 6= 1 sinon on aurait dim(Inv(u)) > 1, ce qui est exclu. On en déduit alors

λ = −1.

Soit D = Rx. Soit P = D⊥. D est invariant par u donc il en est de même pour P et u|P∈ O(P ). u|P n’est

pas une réflexion car cela contredirait dim(Inv(u)) = 0 donc u|P est une rotation. Il existe donc une base

orthonormale (e1, e2, e3) de E, avec e1 ∈ Rx = D, e2, e3 ∈ P et un réel θ tels que la matrice de u dans cette

base est

A =


−1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Soient B et C les matrices définies de la manière suivante :

B =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 et C =


−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

On a B × C = C × B = A. Soit r l’application orthogonale dont la matrice dans la base (e1, e2, e3) est B.

D’après ce qui précède, r est une rotation d’axe D. Soit s l’application orthogonale dont a matrice dans la

base (e1, e2, e3) est C. s est la réflexion par rapport à D⊥ = P . On a ainsi montré que u = r ◦ s = s ◦ r. D’où

l’existence.
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Il reste à montrer l’unicité :

Supposons que u = r ◦ s = s ◦ r, où r est une rotation d’axe D et s la réflexion par rapport à P = D⊥. Il

existe une base orthonormale (e1, e2, e3) de E et un réel θ tels que la matrice de r dans la base (e1, e2, e3)

soit : 
1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Re1 = D et D⊥ = Vect(e2, e3). Alors la matrice de s dans la base (e1, e2, e3) est :
−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Dans ce cas la matrice de u dans la base (e1, e2, e3) est :

A =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ



−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =


−1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

La matrice de u2 dans la base (e1, e2, e3) est
−1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ



−1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 =


1 0 0

0 cos(2θ) − sin(2θ)

0 sin(2θ) cos(2θ)

 .

u2 est donc une rotation vectorielle.

θ 6= π (mod 2π) sinon on aurait u = −idE , ce qui est exclu.

θ 6= 0 (mod 2π) sinon on aurait dim(Inv(u)) = 2, ce qui est exclu.

On a donc θ 6= 0 (mod π), c’est-à-dire 2θ 6= 0 (mod 2π). u2 est donc une rotation vectorielle distincte de

l’identité donc D est déterminé de manière unique et donc P = D⊥ aussi.

Réciproquement, si r 6= idE , alors il existe θ ∈ R \ 2πZ tel que la matrice de u dans la base (e1, e2, e3) soit :
−1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

Soit x = (x1, x2, x3) ∈ Inv(u). Alors
−x1 = x1

(cos θ)x2 − (sin θ)x3 = x3

(sin θ)x2 + (cos θ)x3 = x3

⇐⇒


x1 = 0

(cos θ − 1)x2 − (sin θ)x3 = 0

(sin θ)x2 + (cos θ − 1)x3 = 0∣∣∣∣∣cos θ − 1 − sin θ

sin θ cos θ − 1

∣∣∣∣∣ = cos2 θ − 2 cos θ + sin2 θ = 2(1− cos θ) 6= 0

car θ 6= 0 (mod 2π) donc le système  (cos θ − 1)x2 − (sin θ)x3 = 0

(sin θ)x2 + (cos θ − 1)x3 = 0
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admet (0; 0) comme unique solution (système de Cramer).

Finalement, x1 = x2 = x3 et donc Inv(u) = {0}. �

Proposition 3.3

Soit u ∈ O(E). On note Inv(u) l’ensemble des éléments de E invariants par u. On a la classification

suivante :
dim(Inv(u)) Nature de u

3 idE

2 réflexion (symétrie orthogonale par rapport à un plan P )

1 rotation d’axe D, distincte de l’identité

0 r ◦ s = s ◦ r, où r est une rotation d’axe D et s la réflexion par rapport à D⊥

Théorème 3.4

La composée de deux réflexions sP ◦ sQ (par rapport aux plans P et Q) est une rotation d’axe P ∩ Q
si P 6= Q et l’identité sinon. Réciproquement, toute rotation rD d’axe D et distincte de l’identité s’écrit

comme produit de deux réflexions sP et sQ par rapports à des plans P et Q contenant D et dont l’une

peut être choisie arbitrairement.

Preuve.

Soient sP et sQ deux réflexions par rapport aux plans P et Q. Si P = Q, alors sP ◦ sQ = sP ◦ sP = idE car

sP est involutive. On suppose maintenant P 6= Q. Soit D = P ∩ Q. dim(E) = 3 et dim(P ) = dim(Q) = 2

donc D 6= {0} (sinon E serait de dimension 4 au moins). dim(D) 6= 2 sinon P = Q. D est donc une droite

vectorielle et D⊥ est un plan vectoriel.

Notons r = sP ◦ sQ. r|D= idD donc r|D⊥∈ O(D⊥). r|D⊥ est la composée de deux réflexions planes sP |D⊥ et

sQ|D⊥ donc r|D⊥ est une rotation vectorielle de O(D⊥). r est alors, par définition, une rotation de E.

Réciproquement, soit rD une rotation vectorielle d’axe D. Alors r|D= idD et r|D⊥ est une rotation plane

de D⊥. Soient P un plan vectoriel contenant D et sP la réflexion de E par rapport à P . Alors sP |D⊥ est

une réflexion plane de D⊥. D’après ce qui a été vu en dimension 2, il existe une unique réflexion plane sD′

par rapport à une droite D′ ⊂ D⊥ telle que r|D⊥= sP |D⊥◦sD′ . Soit Q = D′ ⊕ D et sQ la réflexion par

rapport à Q. On a bien (sP ◦ sQ)|D= idD et (sP ◦ sQ)|D⊥ est une rotation du plan D⊥, r|D= (sP ◦ sQ)|D et

r|D⊥= (sP ◦ sQ)|D⊥ donc r = sP ◦ sQ. �

4 Reconnâıtre des endomorphismes orthogonaux

4.1 Déterminer l’angle d’une rotation

Soit u une rotation dans un espace euclidien E de dimension 3. On sait que la matrice de u dans une base

orthonormale (e1, e2, e3) de E telle que Inv(u) = Vect(e1) est
1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 .

La trace de u ne dépend pas de la base choisie donc tr(u) = 1 + 2 cos θ, ce qui permet d’obtenir cos θ.
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Soit x = (x1;x2;x3) ∈ E, les coordonnées de x étant exprimées dans la base (e1, e2, e3).

u(x) =


1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ



x1

x2

x3

 =


x1

(cos θ)x2 − (sin θ)x3

(sin θ)x2 + (cos θ)x3

 .

det(x, u(x), e1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x1 1

x2 (cos θ)x2 − (sin θ)x3 0

x3 (sin θ)x2 + (cos θ)x3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (sin θ)x22 + (sin θ)x23 = (sin θ)(x22 + x23)

donc det(x, u(x), e1) est du signe de sin θ, ce qui permet de déterminer θ.

4.2 Exemple 1

Reconnâıtre l’endomorphisme u de R3 dont la matrice dans la base canonique est

A =
1

3


−2 −1 2

2 −2 1

1 2 2

 .

Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale de R3 donc u ∈ O(R3). pour calculer det(A),

nous allons effectuer les opérations élémentaires L1 ← L1 + L2 et L2 ← L2 − 2L3 :

det(A) =
1

27

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 −1 2

2 −2 1

1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

27

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 3 6

0 −6 −3

1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

27

∣∣∣∣∣ 3 6

−6 −3

∣∣∣∣∣ = 1

donc u ∈ O+(R3). u est donc une rotation. L’axe de la rotation est D = Inv(u).

(x, y, z) ∈ Inv(u) ⇐⇒


−2

3
x− 1

3
y +

2

3
z = x

2

3
x− 2

3
y +

1

3
z = y

1

3
x+

2

3
y +

2

3
z = z

⇐⇒


−5x− y + 2z = 0

2x− 5y + z = 0

x+ 2y − z = 0

Pour résoudre ce système, nous allons effectuer les opérations élémentaires L1 ← L1 + 5L3 et L2 ← L2−2L3.

On obtient : 
9y − 3z = 0

−9y + 3z = 0

x+ 2y − z = 0

⇐⇒

 z = 3y

x = y

donc D = Vect(e′1), avec e′1 =
1√
11

(e1 + e2 + 3e3), vecteur unitaire de R3.

tr(u) = tr(A) = −2

3
− 2

3
+

2

3
= −2

3
. Par ailleurs, tr(u) = 1+2 cos θ donc 1+2 cos θ = −2

3
et donc cos θ = −5

6
.

Nous allons déterminer le signe de sin θ en calculant :

det(e1, u(e1), e′1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 2

3
1√
11

0 2
3

1√
11

0 1
3

3√
11

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
5

3
√

11
> 0

donc sin θ > 0 et donc θ = arccos

(
−5

6

)
(mod 2π).

u est donc la rotation d’axe D = Vect(e′1), avec e′1 =
1√
11

(e1 + e2 + 3e3), et d’angle θ = arccos

(
−5

6

)
(mod 2π).
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4.3 Exemple 2

Reconnâıtre l’endomorphisme u de R3 dont la matrice dans la base canonique est

A = −1

9


−8 4 1

4 7 4

1 4 −8

 .

Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale de R3 donc u ∈ O(R3). Pour calculer det(A),

nous allons effectuer les opérations élémentaires L1 ← L1 + 8L3 et L2 ← L2 − 4L3 :

det(u) = det(A) = − 1

729

∣∣∣∣∣∣∣∣
−8 4 1

4 7 4

1 4 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

729

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 36 −63

0 −9 36

1 4 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

729

∣∣∣∣∣36 −63

−9 36

∣∣∣∣∣ = − 81

729

∣∣∣∣∣ 4 −7

−1 4

∣∣∣∣∣ = −1

donc u ∈ O−(R3). u est soit une réflexion, soit la composée commutative d’une réflexion et d’une rotation

dont l’axe est orthogonal au plan de la réflexion.
tA = A donc u−1 = u. u est involutive donc u est une réflexion. Nous allons déterminer Inv(u) :

(x, y, z) ∈ Inv(u) ⇐⇒



8

9
x− 4

9
y − 1

9
z = x

−4

9
x− 7

9
y − 4

9
z = y

−1

9
x− 4

9
y +

8

9
z = z

⇐⇒


−x− 4y − z = 0

−4x− 16y − 4z = 0

−x− 4y − z = 0

⇐⇒ x+ 4y + z = 0

donc Inv(u) = Vect(e′1, e
′
2), avec e′1 = −4e1 +e2 et e′2 = −e1 +e3. u est la réflexion par rapport à Vect(e′1, e

′
2).

4.4 Exemple 3

Reconnâıtre l’endomorphisme u de R3 dont la matrice dans la base canonique est

A = −1

4


3 1

√
6

1 3 −
√

6

−
√

6
√

6 2

 .

Les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale de R3 donc u ∈ O(R3). Pour calculer det(A),

nous allons effectuer les opérations élémentaires L1 ← L1 − 3L2 et L3 ← L3 +
√

6L2 :

det(u) = det(A) = − 1

64

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1

√
6

1 3 −
√

6

−
√

6
√

6 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

64

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −8 4

√
6

1 3 −
√

6

0 4
√

6 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

64

∣∣∣∣∣ −8 4
√

6

4
√

6 −4

∣∣∣∣∣ = −1

donc u ∈ O−(R3). u est soit une réflexion, soit la composée commutative d’une réflexion et d’une rotation

dont l’axe est orthogonal au plan de la réflexion. tA 6= A donc u n’est pas une réflexion. u s’écrit don

s ◦ r = r ◦ s, où s est une réflexion par rapport à un plan P et r est la rotation d’axe D = P⊥. On sait que

D = {λ ∈ R3, u(λ) = −λ}.

(x, y, z) ∈ D ⇐⇒



−3

4
x− 1

4
y −
√

6

4
z = −x

−1

4
x− 3

4
y +

√
6

4
z = −y

√
6

4
x−
√

6

4
y − 2

4
z = −z

⇐⇒


x− y −

√
6z = 0

−x+ y +
√

6z = 0
√

6x−
√

6y + 2z = 0
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Groupe orthogonal d’un espace vectoriel euclidien de dimension 2 et de dimension 3

Les deux premières équations de ce système sont identiques. En effectuant L3 ← L3 −
√

6L1, on obtient le

système suivant : x− y −
√

6z = 0

z = 0
⇐⇒

x = y

z = 0

donc D = Vect(e′1), avec e′1 =
1√
2

(e1 + e2). Il reste à déterminer l’angle θ de la rotation r.

tr(u) = tr(A) = −3

4
− 3

4
− 2

4
= −2. donc −1 + 2 cos θ = −2 et donc cos θ = −1

2
.

Nous allons déterminer le signe de sin θ en calculant :

det(e1, u(e1), e′1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 3

4
1√
2

0 − 1
4

1√
2

0
√
6
4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
√

6

4
√

2
< 0

donc sin θ < 0 et donc θ = −2π

3
(mod 2π).

u = s ◦ r = r ◦ s, où r est la rotation d’axe Vect(e′1), avec e′1 =
1√
2

(e1 + e2) et d’angle θ = −2π

3
(mod 2π),

et s est la réflexion par rapport à (Vect(e′1))⊥.
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