[sométries du plan affine euclidien. Formes réduites. Applications

& désigne un plan affine euclidien de direction E.

Isométries du plan affine euclidien

Définition 1.1

On appelle isométrie de £ toute application f de £ dans £ qui conserve les distances :
VM,Ne& f(M)f(N)=MN.

On note Is(&) 'ensemble des isométries de E.

Théoréme 1.2

Une application f de £ dans £ est une isométrie si et seulement si f est une application affine dont la

partie linéaire associée est une application orthogonale.

Corollaire 1.3

(Zs(E),0) est un groupe.

Remarque 1.4

En tant qu’applications affines, les isométries conservent les barycentres donc ’alignement des points (et

donc I'image d’une droite par une isométrie est une droite)

Définition 1.5

(i) On appelle déplacement (ou isométrie positive) une isométrie dont la partie linéaire est un élément
de OT(E). On note Zs™(€) I'ensemble des déplacements;
(ii) On appelle antidéplacement (ou isométrie négative) une isométrie dont la partie linéaire est un

élément de O~ (E). On note Zs~ (€) 'ensemble des antidéplacements.

Lemme 1.6

L
Sip € O(E), alors E = ker(p —idg) @Im(cp —idg).

Théoreme 1.7 (forme canonique d’une isométrie)
Tout isométrie f de &, de partie linéaire @, s’écrit de fagon unique f =tz og = gotg, ou @ € Inv(p) et

g € Zs(E), g possédant au moins un point fixe.
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2 Isométries du plan

Soit f une isométrie de £. D’apres le paragraphe précédent, f est une application affine et ’application

linéaire associée, que 1’on notera ¢, est une application orthogonale.

Définition 2.1

On appelle rotation du plan une application affine admettant au moins un point invariant et dont la
partie linéaire est une rotation vectorielle. L’angle de la rotation vectorielle est appelé angle de la rotation
affine. On a montré qu’une rotation affine autre que I'identité a un unique point fixe, appelé centre de la

rotation.

Définition 2.2
Soit d une droite de £. On appelle réflexion affine d’axe d ’application s; définie sur € par M +— M +
2Mp(M), p désignant la projection orthogonale sur d.

Définition 2.3

On appelle symétrie glissée la composée commutative d’une réflexion par rapport a une droite de direction
. —

D et d’une translation de vecteur @ € B\{ 0}.

On a la classification suivante :

Isométrie Ensemble de points invariants | Application linéaire | Zs* (&) ou Zs™ (€)
associée

identité & idg IsT(€)

réflexion affine par d réflexion  vectorielle Zs=(€)

rapport a une droite d par rapport a j

rotation  affine de A rotation  vectorielle Ist(€)

centre A et d’angle d’angle 0 ¢ 27Z

0 ¢ 217

translation de vecteur ) idg IsT(€)

non nul

symétrie glissée ) réflexion vectorielle Zs=(€)

Théoréme 2.4

(i) La composée de deux réflexions affines d’axes paralléles est une translation. Réciproquement, toute
translation peut s’écrire comme la composée de deux réflexions, I'une étant choisie arbitrairement ;

(ii) Soient d et d’ deux droites sécantes en A. sq 0 sq est la rotation de centre A et d’angle 2(d,d’).

Réciproquement, toute rotation de centre A peut s’écrire comme la composée de deux réflexions

d’axes passant par A, I'une étant choisie arbitrairement.

Corollaire 2.5

Les réflexions engendrent le groupe des isométries du plan.

S. DUCHET - hitp://epsilon.2000.free.fr 2/4


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/
http://epsilon.2000.free.fr

Isométries du plan affine euclidien. Formes réduites. Applications

3 Isométries conservant une partie

Notation 3.1
P désigne une partie de £. On note Zs(P) l'ensemble des isométries laissant P invariant, c’est-a-dire
Pensemble des isométries f férifiant f(P) = P.

Théoreme 3.2

(i) (Zs(P),o) est un groupe et (Zs*(P),o) est un sous-groupe de (Zs(P),0);

(ii) Si s € Zs~(P), alors I'application v : Zs™(P) — Zs~(P) définie par f — so f est bijective. On
peut alors écrire Zs~ (P) = s - Ls™(P).

Théoréme 3.3

Si P est une partie finie du plan de cardinal n > 2, alors le groupe Zs(P) est fini et on a card(Zs™(P)) < n
et card(Zs(P)) < 2n.

Théoréme 3.4
Soit P = {A;,...,A,} une partie finie de £.
Ay Ay ... A,

(i) L'application ¢ : Ts(P) — S, définic par [ v (fml) f(A) L F(A)

> est un homomor-

phisme de groupes;
(ii) Soit A le sous-espace affine engendré par les points Ay, ..., A,.
Si A =&, alors ¢ est injective, Zs(P) est fini, isomorphe a un sous-groupe de S,, et de cardinal un
diviseur de n!.
Si A est un hyperplan, alors Zs(P)est fini et de cardinal 2d, ot d est un diviseur de n!.

Dans tous les autres cas, Zs(P) est infini.

Définition 3.5

Soient n points Ag, Ai,...,Ap—1. Onnote Ay, = A; sik = j (mod n). On suppose que 3 points consécutifs
A;y Aig1, Airo quelconques ne sont pas alignés. On appelle polygone P de sommets Ay, A1, ..., An_1 la fa-
mille de segments [AgA1], [A143], ... [An—2An_1], [An—140]. On note par commodité P = AgAs ... Ap_1.
Les points Ag, Ay, ..., An_1 sont appelés sommets du polygone P et les segments [A;A;1+1] sont appelés

arétes du polygone.

Théoréme 3.6

Soient n € N, n > 3, et P, = AgA; ... A,_1 un polygone. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P,, est inscrit dans un cercle C et pour tout k € N, ApAp11 = Aoy ;
(ii) 1l existe une rotation r telle que pour tout k € N, r(Ay) = Agt1.

Définition 3.7

‘ Un polygone P,, vérifiant I'une des conditions du théoréme précédent est appelé polygone régulier.
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Théoréme 3.8
Soit P, un polygone régulier a n cotés.
(i) Zst(Py) = {ide,r,r?,...,r" "1}, ot r est la rotation définie dans le théoréme précédent ;
(ii)) 1l y a exactement n réflexions laissant P, invariant : ce sont les réflexions d’axes (OAy) et les

médiatrices des arétes [ApAg+1], k € [0;n —1].
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