Structures algébriques

STRUCTURES ALGEBRIQUES

1) Loi de composition
On considére un ensemble non vide E.

loi de composition interne
* est appelée loi de composition interne sur E si : V(a,b) e ExE,Jlce E,a*b=c. On dit alors que
(E,*) est un magma.

Remarque :
On peut étendre la définition une loi de composition interne a plusieurs éléments :

vn>3V(a,..,a,)eE",a *..*a, =(a,*...*a, ;) *a, , ou bien :
vn>3v(a,,...a,)eE",a *..*a, =a,*(a,*..*a,) , ce qui ne donne pas les mémes résultats.

loi de composition externe

T est appelée loi de composition externe sur E muni de I'ensemble d'opérateurs Q si :
V(a,a) e QxE,JbeE,aTa=b.

loi associative
Soit (E,*) un magma. On dit que * est associative si : V(a,b,c) e E*,a*(b*c) =(a*b)*c. On dit
alors que (e,*) est un magma associatif.

élément neutre

Soit (E,*) un magma.

On dit que e est élément neutre a gauche de (E,*) (resp. a droite) si :VacE,e*a=a
(resp. VaeE,a*e=a)

On dit que e est élement neutre de (E,*) s'il est élément neutre a gauche et a droite.

Remarque :
Un élément neutre d'un magma, s'il existe est unique. En effet :

Supposons qu'il existe un élément neutre e; de (E,*). Soit e, un élément neutre de (E,*).
On a e *e,=e,*e, =e, (car e; est élément neutre). On a aussi e *e,=e,*e =e, ( car e, est
élément neutre). Il en résulte que e; = €.

inverse d'un elément :

Soit (E,*) un magma possédant un élément neutre e. Soit a un élément de E. On dit qu'un élément b
de E est un élément inverse de a a gauche (resp. a droite) si b*a=e (resp. a*b=e). On ditque b
est un inverse de a s'il est a la fois un inverse a droite et a gauche de a.

Remarque :
Si la loi * est associative, I'inverse d'un élément, s'il existe, est unique. En effet :
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Considérons un magma (E,*) associatif possédant un élément neutre e. Soit a un élément de E. On
suppose qu'il existe un inverse de a, noté b. Soit c un inverse de a. Ona a*b=b*a=e
(car b est un inverse de a). Alors c*(a*b)=c*e. La loi * étant associative,

c*(a*b)=(c*a)*b=e*b=b (car c*a=e, c étant un inverse de a). Comme c*e=c, il en
résulte que b=c.

2) Groupes et sous-groupes

groupe
Soit (G,*) un magma. On dit que G est un groupe si :

e *estassociative

e *possede un élément neutre

e tout élément de G posséde un inverse

Si * est commutative, on dit que G est un groupe commutatif ou abélien.

Exemples : (R,+)est un groupe. (R,x)n'est pas un groupe puisque 0 n'a pas d'inverse pour
I'opération x. En revanche, (R",x) est un groupe.

ordre d'un groupe

Si G possede un nombre fini d'éléments, on dit que G est un groupe fini et on appelle ordre de G le
nombre d'éléments de G, noté ord(G).

Sous-groupe

Soit (G,*) un groupe. On dit qu'une partie H non vide de G est un sous-groupe de G si :
e HH cH (cest-a-dire V(a,b)eHxH,a*beH)

e H™'cH (cest-a-dire vacH,a eH)

caractérisation de sous-groupes

Soit (G,*) un groupe. H =G est un sous-groupe de (G,*) si et seulementsi H=0 et HH' c H
(C'est-a-dire V(a,b)e HxH,a*b™ e H).

démonstration :

e Supposons que H < G soit un sous-groupe de (G,*). D'aprés la définition d'un sous-groupe,
H = 0. Soient a et b deux élémentsde H. H*cH donc b eH. HH cH donc a*b™ e H

e Supposons maintenant que H =0 et HH ™ — H . Soient a et b deux élémentsde H. a*a™ e H ,
cest-a-dire ecH. Donc pour tout xeH, e*x'eH, cest-a-dire x'eH. Donc
a*(b™)™" eHdonc a*beH . Par conséquent, on abien HHcH et H'cH.
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3) Anneaux et corps
On considére un ensemble A non vide.

distributivité d'une loi sur une autre

Soient * et ® deux lois définies sur A. On dit que * est distributive a gauche (resp. a droite) par
rapport  a ® dans (E,®,%) Si : V(a,b,c)eE® a*(b®c)=a*b®a*c (resp.
V(a,b,c) e E® (a®b)*c=a*c®b*c. On dit que * est distributive par rapport & ® si elle est
distributive a gauche et a droite par rapporta ®.

Remarque : si * est commutative, la distributivité a gauche équivaut a la distributivité a droite.

anneau
Ondit que (A,+,.), ou + et . sont deux lois de composition internes sur A, est un anneau si :

e (A,+) estun groupe abélien

e . estune loi associative

e . estdistributive sur +

L'élément neutre pour + est appelé élément nul. Si de plus . posséde un élément neutre, on dit que
A est un anneau unitaire (cet élément neutre pour . est alors appelé élément unité de I'anneau A).
Si . est commutative, on dit que A est un anneau commutatif. Si 0 n'a pas de diviseurs, on dit que A
est un anneau intégre (on alors la propriété suivante : ab=0= (a=0)v (b=0))

Exemple : (R,+,x) est un anneau commutatif unitaire. R est intégre. Les propriétés énoncées pour R
sont aussi valables pour Q,C,Z.

corps
On dit que K est un corps si (K,+,.) est un anneau dont tout élément non nul est inversible, c'est-a-
dire si:

e (K,+,.) estun anneau

e (K-{0},.) estun groupe

Si . est commutative, on dit que K est un corps commutatif.

Exemple : (R,+,.) est un corps.

Remarque : L'inverse d'un élément a de K (pour .) est souvent noté a™. L'opposé de a (pour +) est
souvent noté -a.

4) Modules et espaces vectoriels

module
Soit (E,+) un groupe abélien. Soit (A,+,x) un anneau unitaire. On considéere une loi de
composition interne sur E notée . et dont I'ensemble d'opérateur est A. On dit que (E;+, A;x) est un
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module sur I'anneau A (ou un A-module) si les propriétés suivantes sont vérifiées pour tous
a,beE eta,feA:

1) a.(atb)y=a.a+a.b

2) (o+p).a=a.a+p.b

() (axp).b=a.(B.b)
4) la=a

espace vectoriel

Soit K un corps (non nécessairement commutatif). Un K-module est appelé espace vectoriel. Si
(E;+,K,.) est un module, on dit aussi que E est un espace vectoriel sur le corps K.

sous espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Soit F une partie non vide de E. On dit que F est un sous
espace vectoriel de E si F est stable pour les lois + et . , c'est-a-dire :

() V(x,y)eF,x+yeF

(i) V(o,x) e KxF, axeF

© S.DUCHET - www.epsilon2000.fr.st 4/4



